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Nosso principal objetivo serd provar, entre outras coisas, o seguinte: (1) se f (z) é continua em todo lugar,
e se f(x) é do perfodo 27; se f (x) é mondtona em partes em [-7, 7], i.e. se existem nidmeros x,, 0 <v <
mcom Z,_1 < myparal < v < m, xy= —m, T, = 7, de tal modo que f(x) é mondtona em cada
[ Zy—1, Ty]; entdo existem nimeros a,, . b, independentes de x de tal modo que para todos os x nds temos:

f(z) = a0 + Y52 ancos nx + bysen nx

E, de fato isso é realizado por:

(1). {an =L [T f(z)cos nwdxeb, =21 [T f(x)sen n do }

Esta é a chamada série de Fourier de f (z).

2) Se removermos a hipétese de monotonicidade por partes, entao a conclusao néao é vélida.
1. Se a < bese f(x)é corretamente integravel de a para b, entdo

limey,—s oo f; f(x)sen wz dr = 0

Prova: Seja 6 > 0 dado com a notagéo usual, com relagdo a f (z), subdividimos o intervalo [a , b] de tal
forma que

S ewsy < 3
Para cada w > %ZZ:l |f ((%)H

Nés temos que
f:f (x) sen wx dx‘ = ‘23:1 o f () sen wa dac‘ = ‘Z:}l:l wr fx) = f (av)) sen wx dx+

Soooy flaw) [ senwr dr | <Y e,s, + 30 [fal 2 < §+ 5=

Notagoes: (=) f- (&) = lim,¢ f(x) se existir e («<=) fi (&) = lim,_¢ f(z) se esse limite existir. pela
observagao preliminar ao teorema 457 fi (£) certamente existe se para algum ¢ > 0, f(z) é limitada e
monétona para £ < x < +c¢ (e f(x2) < f(x1) para £ < 29 < 21 < &4 cou f(x2) < f(x1)
para £ < o < x1 < £+ c¢) e f_ (§) certamente existe se para algum ¢ > 0, f(x) é limitada e monétona
para{ —c <z < €.

(2) Deixe que f(x) seja corretamente integravel de 0 a 7, deixe que 0 < ¢ < 7 e seja f (z) mondétona
de 0 < x < ¢. Entao temos

sen(m+1)z 0o sen
limy, 0 fO %d[ﬂ =2f4(0) fo Tydy

Observagoes preliminares: pelo exemplo do teorema 456 sabemos que a integral a direita existe. A integral &
esquerda existe desde:

G (z) :{sen (m+ %) x para 0 <z < 7r}0u {2m+1, para z =0} é continua em [0, 7], e, portanto, é
integravel de 0 para 7.

Prova: 1) Seja fy (0) = 0. Deixe f (x) ser mondtona ndo decrescente para 0 < x < ¢ (caso contrario,
consideramos — f (z). Seja f (0) = 0; caso contrario, mudamos a definicdo de f(z) a0 (o que néo afeta
a hipdtese ou a conclusio.)

Seja 6 > 0Odado. Escolha um € tal que 0 < ¢ < ¢, 0 < f(¢) < d. Pelo teorema 405, existe para ca-
sen TrLJrl T €

sen (m+3)2 4y — [ ()G (z) =

%
n 1 elm 1 o0 sen
f(e) f; G (z)dz = [ (e) f; de = 2f () fn((mjrr?)) 2 dy. desde que [, *“7-*dy converge, temos

da m > 0 um 7 ( dependendo de § e m) tal que 0 < 7 < ¢, [5 f(2)

N



para uma constante universal adequada p que ’ /i Ow seyﬂdy‘ < p paraw > 0, de modo que para 0 < a < b te-

mos Jo [ (@) wdw < 2f (), 2p < 4pd.

fa =ty ’ = ‘ bse” =ty — Iy %dy’ < 2p de modo que

Portanto, f @) ¢ devidamente integravel em [e, 7]. Temos pelo teorema 476 que para um mg adequado (de-

pendendo de ¢ e de §) e para m > mg

sen m+

2) dr| < § de modo a fo wdm < (4p+1)4. Portanto, como afirmamos,
2

temos: limy, oo foﬂ f(x) de =0
2

n\m l
2) No caso geral, segue que de 1), aplicado a f (x)— f4 (0) em vez de f (x), que fo — 1+ (0)) de —
2
sen(m—i—%)wdx

3
2

w(m+21 0o
0, Mas nés temos foﬂ f+(0) = 2f4(0) o (m+3) %dy — 2f. (0 f sen ydy, de modo que

sen(m+3 o0 sen
ST ) SR Gy o, (0) [ sy,

3) Seja f (x) corretamente integravel de —m para 7, seja 0 < ¢ < m, e deixe f (z) ser monétona para —¢ <
x < 0 e para 0 < z < ¢ (ndo necessariamente no mesmo sentido para ambos os casos.) Seja a,, definido por

(1), entdo nés temos Sag + > vy an = M

Prova: param > 0 inteiro, temos sen % (1 + 23" cosnz) = sen 2+3 " | (—sen (n — 1)z + sen (n+ 3) ) =

2
sen(m )

Portanto, nés te-
Sen

sen (m + %) z, e, portanto, para 0 < |z| < 27 nds temos 1 +23 " | cos nz =

mos fag+>nan =5 [ f(z) (1 +23 0" cos nx)dr = 5= f f(x m Lrf de—i—

sen sen
1 T sen(er )
27 fO (_ sen

dz, a configuracio h(x) = {% -

para 0 <z < m; 0 para x = O} Nés temos

T
sen bl

que h (z)é continua em [0, 7] desde que (+)limg_oh(z) = lim, g (Serg:";;; . seng’”) = 0.1 = 0, portan-
bl 2
to, pelo teorema 476, temos [, f (z) h(z)sen (m+ )z dx — 0e [/ f(—z)h(z)sen(m+ 3)x dv —

sen(er )
se

de = 2f4 (0) f3° 2 tdy o [T f (- Mdm -

sen

0, daf pelo teorema 477, temos [ f (z

foo sen ydy, consequentemente $ag + Zn 1 Gn = I= (0)+f+(0) foo sen ydy Esta tltima mtegral po-
de ser obtlda configurando f (z) = 1. Entdo nds temos an = f_ de =1, a, = }Tf_ﬁ cos nr dr =
1 0 g [e'e}
= {%} =0 para n > 0. Portanto nds temos 1 = = [, ”Z ydy, Jo seZ Yy = 7.

-

4) Seja f (x) corretamente integravel de—m para m, seja ¢ > 0. Deixa-se —7 < £ < 7 e seja f (z) modtona
emé—c<z<feem{<z<c+¢ ou deixe { = —7 e seja f(zr) monénotonaem T —c <z < Te
em —7 < z < —7w+c. Sejam a,,, by, definidos por (1). Entao nds temos: %ao—i—zle (ancos n& + bpsen né) =

{f—(£)+f+(6) f-(m)+fi(=7)
2 2

para —m < & <, parafz—w}.

Prova: deixe ¢ ser < 7 e seja tao pequeno que dois intervalos de monotonicidade estejam em —7 < z <
m. Deixe f (z) ter o perfodo 2m; pois de outro modo nés mudamos a definigao, e sempre definimos f (z) de
tal maneira que é do periodo 27, mantendo a antiga definicao em —7m < x < 7. Isso nao afeta a hipdteseou a
conclusdo. O tltimo entdo 1é simplesmente Fao+Y - (a, cos né + bysen n&) = M Agora F (x) =
f(x+&), (no lugar de f (z)), satisfaz as hipGteses do teorema 478 concernentes a f (). No lugar de way,
obtemos ffﬂ fly+E&) cos ny dy = ff:fg cos n(x—§&)dx = f "y +f7r+§ = f:ﬂr& f(z)cos n(x—¢&)dr +

f::+5f(y+2)cos n(y+2r—&)dy = ffﬂ+§f(x)cos n(zx—¢) dz+f7:+£f(y)cos n(y—§&) dy =

f:rf(x)cos n(r—§&)dr =



cos né [T f(x)cos nx drx + senng ["_f(x)sen nx dv =

7 (ap cos n& + b, sen ng). Portanto, temos pelo teorema 478 que f’(g);f+(§) = F’(O)JQF&(O) = a0 +
ooy (an cos n& + bysen né).
Exemplo: f (z) =z em [—m, 7]
Nés temos que : ma, = ["_cos nx dez = [ wcos(nz)dr + f?ﬂxcos (nz)dz = [z cos nx dov —
Jo ycos ny dy = 0, wb, = ["_x sen nx dz = {fmcoSTm}iw + L [" cos nx dx = *w’ por isso,
temos para —m < x < 7 que & = —2y 00 (Fsennr gm0 sen nledT) pary g = —7 cada termo

do lado direito é 0, o que estd de acordo com o teorema 479, o que afirma que o valor do lado direito
é: f—(ﬂ)+2f+(*7f) _ 7r+(2—7r) —0.

sen _nx
n

Se z for substituido por  — m nés obtemos :>_>7 ={0parax=0; 5 — % para 0 <z < 27}

A afirmagao 1) da introducéo estd contida no teorema que acabamos de ver, como um caso muito especial, ja
que —m < £ < 7 é suficiente por causa da periodicidade, pois para cada um desses £ existe um ¢ no sentido
do teorema que acabamos de ver e como o lado direito da igualdade do teorema acima é f (§) por causa da
continuidade e, finalmente, a segunda afirmagao da introdugao!

Nés ndo temos f(z) = 3ag + Yooy (ancos nz + by, sen nx) para toda fungdo continua f(z) tendo o
periodo 27 onde a,, e b,, sdo determinados por (1).

~ . . ’ . T
Prova: se n e v sdo inteiros > 0 nds definimos A4, , = fo 2sen (v + %) T cos nT dr
Entao nds temos:

(2) Av’n:foﬂ(sen(v+%)m+sen(v+%fn)x)dx:v+§+n+U+§_n :2(1*2)

z{>0paran <wv; <0 paran > v}

Portanto; temos para m > 0 inteiro que 1 A, o + Y0 Ayp = >0 —4 =" —4— =0

n=-—m v+i+4n n=m—2v y+Liin
quando m — oo.

Consequentemente %Av,o +>°0° 1 Ay = 0, de modo que por (2), temos para cada inteiro m > 0 que S, =
1A, 0+> 0 Ayn > 0. Em particular, temos para v > 1 que Sy = 4,0+ > 01 Aupn > >0, %%n >

v vdy _
anv-l—ln Sk > S = no.

2" 1
Agora vamos definir: f (z) = Y7, M para — 7 < x < m. A série converge uniformemente, ja
que |sen| < 1; portanto, representa uma func¢ao continua em [—m, «]. Nés temos f (—m) = f (7).

Se estendermos a definigdo de f () em todos os lugares, tornando-a periédica com o periodo 27, entéo f (x)é

sen((2h2+l) %) cos nx

continua em todos os lugares > ;7 3 (= f (x) cos nx) converge uniformemente em [0, 7]
para cada n > 0 portanto, |sen. cos| < 1, disso nés temos wa,, = f:r f (z)cos nx de =2 foﬂ f(x)cos nx dx =

e 7z Jy 2sen ((Qh + 1) )cos ne dx = noy 7z Agnz . dai, param > 0 e k > 0 inteiros,

temos que:Sy, = fag+ Yomjap = =307 = Sone Lm > 1 LS, |, de modo que para cada intei-

rok >0, Spe | > 158, e >1 L (Qk — 1) = k3_1.l“2 Portanto S, nao estd limitado,
(

logo >0, (an cos (n.0) + bysen (n.0)) diverge.






